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22:’ 
We prove ar~thmeti~~~ly that some quotient of pritducts of factorials 
have in a very special case a combinatorial inteqwtation (tee f3jI. 
is an integer which can 
Dans ce qui suit, il s’agit de montrer qu’un certain quotient de produits de 
factarie?les est entier. Pour un nombre reel X, on note [x] la partie entike de X, 
c’est B dire ie plus grand entier infkieur ou &gal B x et (x) la partie fr~~ctionnaire 
de X, c’est B dire x -[xl, qu’on appelle aussi x modulo 1. Pour un nombre 
rationnel a/b, on note I&& sa valuation wadique, c’est B dire I’exposant du 
nombre premier w dans sa d&composition en facteurs premiers. Comme il est bien 
connu et simple & voir que, n &ant un entier nature], IR!~, = I:_ 1 [n/+‘] (voir [IS, 
p. 263]), your que a, Cq)!)/ai (I.+)!) soit entier, il faut et sufRt que 
pour chaque ‘BT premier. A plus forte raison, it sufit que ce soit vrai pour chaquc: P 
et mGme que 
pour tout a, ce qu’ont employ6 beaucoup d’auaeurs ([l, pp. 263-2701 et 
[2, p. 3485). Ce problitme fait l’objet d’un article de E. Landau [2] que nous 
voulons titer bien que n’en faisant pas exactement usage, et dont le r&what 
principal est le suivant: 
Soierzt (ui j et (u,) deux families de formes h6aires SW N”, h coe#kients 
&what qui semble ne avoir 6t45 uti~is~ par 13 suite, 
p. 268], ei dent l’scsen 
iate et, ep 
est aussi un mtier naturel. De plus pour y1 a 2, (p + l)! dit$se E. 
ve. On utilisera les @@it&3 hien connues [m + x] = m + [x] pour tn entier 
d’oii: 
Notons que pour n = 0, E = 1. D’aprSts ce qui vient d’&re dit, sufit de montrer 
que pour chaque v pt emiel, 
pour n=l, 
2 
= p+l z[ 1 - pour n32, lJ=l vu 
et 
/ x. d 
R -+---,k \ ) [ = c ,+k< n+* J(+ I [ d 1 -t n 7r i=l +T (nk + 1)--,---y I 
n-t1 
- c [~+~~]-[~-~I. 7r 
i=l T 
On observe que 
c’est-g-dire qu’on peut remplacer XJW” ey d/4t” par leurs restes modu~o 1. D’a ltre 
part, si ldl, = II’, ktln” = dr17rv-“’ avec (d’, n) = 1, et on a: 
si S(p, d’W-“‘I & 0 pour v C vt, ce qu’on constafte imm~(~iat~me 
d = 0, reste modch 1 de L-Y/W”-“’ qui est entier pour v c II’, et 
[I;:; xJ7rV]>y+1 f c =I I Xi/W”]. On peut done supposer (d, T) = 2, 
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on tire 
d 
’ 7rf’ 
en ~~nvenan? q e S( ~ I, d/n”‘) = 0, et il suffit maintenant de montrer que: 
S(p,d/n”)aO pour O~p=~n”-l et ~4, et S(r?‘-l,d/?~~)~S pour ~22. 
[~d~~~~~~~~/~v~]= 0 puisque (d, n) = I 9 
air [{(nk + 1) d/v’*) - I/v”] = - 1 si et seuiement si T” divise r~k + 1, ce qui arrive 
entre 1 et & . - II pour un k. unique, quand (n, n) = 1. Notons que k,, = W” - 1, si 
n = 1 et que (WC,+ 1) d/w”) = 0 est iquiAent a n(ko d/TV}+ d/TV entier positif. 
On peut atots, changeant xi/~” en Xi et d,‘&’ en d, mettre i’in~galit6 B montrer 
sous la forme 
oti, pour it = 1, ~21 si (pd)=E-d, E=O sinon et E’=O; pour ~32, ~=l si 
{pd)= b-d, E =: 0 sinsn, E’ = 1 si il existe k,, tel que r&d)+ d soit entier positif, 
&‘=Osinon;celapourO~x,~XZ~...~ ~_+,<l et Ocdcl. Bien stir, si (pd}== 
1 - d, p est le plus oetit entier ayant cette proprEt& 
et 
- t1 
P 1 q i=t +[xn+l+kdI+[( i si] xn,,+Ld)]. i-l 
Pomns F = (0, 132, . . . 9 p), N( Xi ) = [ 1 - Xi, l[, 
appellle le cas 1, et 
Posant 
l’in6galit6 s’&zrit: 
2 N(q)-M-(p+l) i xi], f ([(nk+I)ci]-n[kd])--E-r’. 
i=l 1 i=l k =o 
Faisons une courte parenthkse pour Cnoncer deux lenlmes. 
I. Soie;;: n et k des entiers rzaturels et d r&l tel que 0~ d < I. AIors 
(1) [(WC + l)d]-- n[!:d] = [n(kd)+ d], 
(2) [n{kd}+d]=j pour (j-d)ln~(kd~<(j-+l-d)ln (j=O, 1,2,...n). 
mme. (1) [n(/cdl+cl]=[n(kd -[kd])+d]=[(nk+ l)d]-n[kd] puisque n[kcj] 
est entier. 
(2) est immkdiat. 
On posera F,((kd)) = [Ink + l)d]- n[kd]. 
e 2. Soit lane suite (kdjkfN uvec O<d < 1 et urf interuallr J de longueur 1. 
On pose N(J) = Cardik E N 1 kd E Jj. Alnrs 
(1) N(J) = [f/d] ou [lid]+ 1 
Supposant de plus J semi-ouvert, 
(3,) Si {Ild}=O, alors N(J)=[l/d]; si {I/d}>0 
et si un point de in wite est & 2’ejrtr&mit& ferm4e (resp. ouuerte) de Z’intervalle J. 
alors N(J) = [l/d]+ 1 (resp. N(J) = [l/d]). 
(3) \N(.O - ( f/d)i < 1 
(1) et (2) sont immkdiats et (3) s’en d&duit. 
Revenant B I’inegalitC. on v&t que N(q) et M reprbentent la somme des 
contributions des intervalles [s, s + I] oii s = 0, 1, . . . , [pd]. Posons pr&i&ment 
pcur i = 1,2, . . n, 
N,(x,I=Card{kEPJ kd-sEX(Xi)j, 
A& = Card(k E P f kd -s E A), 
M:=Card{k~P)[kd]=s et kd -s&A&) 
qu’on ~ti~~sera d ns le cas 2, et enfin 
On it ~vjdemrne~t 
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et I’initgalitb B montrer devient dans lies deux cas, 
avec son autre forme darns le cas 2 seulement, 
On dira que le dernier intervalle [[pd], [pd]+ I[ est incomplet si (p&+-d - 1 <O et 
compfet sinon, cas dans lequel 3 est analogtie aux autres. On commence par n = 1 
qu’ii faut waiter B part. Ici, pour chaque S, G,(s) = 1 car l’intervalle [s-k l-d, 
s + l[ contient exactement 1 point de la suite (M), qui est d’ailleurs le dernier 
point dt. [s, s + l[, sauf le dernier intervalle s’il est incomplet oil alors G,([pd]) = 0, 
ceci eu vertu des deux lemmes. Dans le cr”.s 1, c’est-h-dire quand x1 -i-x2< 1, 
d apr&s le Lemme 2, N,(x,)G[x,/d]+ 1, MS *[x,/d) et done N,(x,)-MS G 1. Si 
{:;d}= 1 -cl, Nlpdj(X1) =[x,/d] puisque, Lemme 2, {p&i-d est ri l’extr6mitk 
ouverte de I’intervalle [ 1 -x1, I[, d’oia Nrpdl(x,) - Mlpdl~ 0. Si le dernier intervatle 
est incomplet, c’est-&dire qu’il lui manque au moins le dernier point, et qu’ainsi 
Nrpdf(xl~~~xlfd], quand {p&a 1 -x1, M~~,>[x,/~] puisque x,~x2, et quand 
{pd} < 1 -x1, Nrpdl(x,) = 0. On a ainsi l’in6galit6 cherch6e pow chaque s. Dans le 
cas 2, c’est-b-dire quand x, + x2 > 1, d’aprks 1s Lemme 2, 
r\l,(x,)-M,=Card{k~P/kd~[s+l-x,,s+!-x,Il-x,[} 
-tard{kEP/kdE[s,s+l-xat)~l 
puisque les deux intervalles ont pour 1on:ueur 1 -x2. Si le dernier intervalle est 
inromplet. il est possible queNLti ,(x1) - Mrpdj = 1. Voyons le premier interval!e: Si 
(( 1 - x&n) = 0, a?lors 
Card{kEPIkdE[l-x,, l-x,+1 - x2[} = Card{k E P ) Id E [O, 1 --.x2;} 
= [f 1 - x2)/4, 
et si {( I - x,)/d} > 0, alvrs 
Card{kE PI kdE[I -x1, 1 -x,-t 1 -x,[}s 
dernier. Enfirl, on voit que 2$(x,) - ,S 9 rests vrai si e premier intervatle est 
aussi le dernier et qu’il est incomplet. Si (p(i) = I -d, on utilise le premier 
intervalke. Le cas n = 1 est r&16. 
(A) On suppose dhsormais YE * 2. Soient a, la partie fractionnsire du plus grand 
des termes de la suite (h.OkcP appartenant h [s, s -+ I[ et qs le nombre des 
intervalles “V(q) contenant 4. Pour ceux-1% 31 est clair que ~~~~~ s 
Ka, - 1 + Xi)/d ]+ 1 d’aprks le, Lemme 2. 
Notant D te membre gauche de l’inkgalitk et convenant dksormais d”&rire 1 
pour I:= 1 on Q, dans Ie cas 1, 
d’oti 
puis en supprimant c”i’y_l ((a, - 1+ Xi\/8) et transformant B I x,/d, 
en posant 
Dans le cas 2, de faGon analogue, on obtient, 
en posant cette fois, 
h=qs 
a,+d-1 l-CCxil 
d +Mk- d - 
Pour s =O, 1.. . . .[pd]--1. 
a,+d-1 
4 --c----- fl<Itas+d-l 
d - d 
+1 
car, Lemme 2, (C xi)fd - 4 et 
(a, + d - 1)/d < 1 permet d’kcrire 
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c’esc-h-dire 
na,+d-l 
d 
d+n(l-d)+d 
n 
a,-+d--l 
d 1 
car [~(a, +d - 1)/d]+ 1 est entier, et done A,, +!a, +d - l)/d]+2~F,(a,)-t 1; 
mais si 11 (a, + d - 1)/d es? entier, A, < F,(u, ). Si maintenant, na, + d est entkr, 
E’= 1, et supposant nfa, i-d- 1)/d non entier, soit (nfa, +d -1)/d) dM, 
[n(a, +d - 1)/d]+ 1~ na,+d, done [n&+d-l)/d]+2~na,+d et A,+&‘< 
F,(%)+ 1. 
Si le dernier intervalle est complet, ce qui prk&de est valable pour hi. Sinon, 
(pd}+d- 1~0 et posant q rpdl = q pour simplifier l&xiture, on a dam Ie cas 1, 
(pd)+d- 1 rt 4 Cc xil 
= 
4 d - c ;+7- Mbd1 
i=q+l 
Si qal alors(pd)~l-~~l-~+i, fe Lemme 2 est applicable & a x&/d - ~~~~ 
et on obtient B < 1. Si q = 0, 
Dans te cas 2, 
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R Wl+d- 1 =- 
d 
(pd)+d ‘-- ,:, Xi 
CMbl- d ---- d ’ 
Comme il est bien dair que 
on obtient toujours B < 1. 
Si un intervaile contient au moins 3 points, al xs C,(s) a F(h) + 1, et G&J 2 
F,(Q) I 2 quand il contient kOd tet que (kod) -C as,, et que ~z~k~d}+ d soit entier. 
En etiet, appelant a la partie fractionnaire du premier point, la situation 0 s a =K 
a + d s ! I- d)~~ < a + 2d -C 1 c u + 3d est exclue 5~ g&&al, car elle conduit d’une 
part B d s (1 - d)/n c’est B dire h d 3 1 /(n + l), i ‘autre part fr 16 (1 - d)/n + 2d 
c’es’t B dire B d Z= (n - 1 t/(2rz - 1). qui rle sont con. 7atibles que dans le cas trh 
particulier oijt n = 2 et d = f pour Iequel on vhifie directement et imm~diatement 
que I’inCgalit$ est vraie. Quand le dexnier intervalle est complet, 1 - (yd) - d s 0, 
A, ( G,(s) pour chaque s et si E’ = 1, AS,+ I< G&J; done 
puisque tous h j deux sont des entiers. Sinon, on a 
and le dernier intervalle itaco 
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dans les cas 1 et 
dans le cas 2 oti & = Card(k E P 1 [kd] = s). 
(B) 11 y a 2 termes de Itt suite dans P”intervalle [s, s -t I[ qui, modulo I, sent Q et 
(1 +d. 
On wit faci~eme~t que, pour 4<d<f, l-2dsacd; pour $&cl, ()~a(: 
l.- d. Soient q le nombre des intervalles N(r) contenant a c d et pzs a, et 4’ Ie 
~ombre de ceux ~ontenant a + d et a. Alors 
&pq((l-a-d)+q’(l-aj=q+q’-(qa+q’a+qd), 
G,(s)=[na+d]+[na+nd+d] 
et Ds = 9 + 2q’- MV - 2E Xi ] dans les cas 1 et 2, avec Mt = 2 - MS qu’on utilisera 
dans fc cas 2. On va montr~r que Q s G,(S), sauf dans un cas ~articu~ier. 
Si fxxi]aq+q’-[(q+q’)a+qd], 
Q s -q - MS + 2[(q + q’)a + qd] 
si(q +q’)a -qU -&]+f(q +q’)a +qd]a G,Js) 
dans les cas 1 et 2, puisque, bien stir, q + q’ c n. 
Si fG&]=q+q’-[(q+q’)a+qd]- 1, alor 
Cela revieaat B montrer 
2-M, ~.2[(q+q’)a+qd]~tna+q+d]t.Enu+nd+d] 
On a toujours 
min([na + q + d], [lza + nd + d 1; 
et si cette inkgalitk est stricte, on a 
a avo~r [( a + ~~ + cd], c’est- 
)d+d=(na+nd+d)<l, 
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Notom que cette dernikre possibilitk, q = II- 1 et q’ = 1. donne 
On peut avoir aussi [(q + q’)u + qd] = [nu + q + d], c’est-h-dire 
{(q+q’)cr+qd)+(n-q-q’)n-tq(l-d)+d<l, 
qui entraine q = 0 et ((q + q’)a + qd)< 1 -d. Les deux in&@ .ks sont incompati- 
blefl;, pilisqu’on ne peut avoir B la fois q = 0 et q = n ou q = n - 1, ainsi 
2[(q+q’)a+yd]+1~[na+nd+d]+[na+q+d). 
Ensuite, ayant toujours fcq + q’)a f qd) c f -d on en tire (c Xi) > d, ce qui assure 
M, 2 1 dans le cas I et M: s 1 dans le cas 2 quand d 2 4. car alors (x xi) > d 2 
I -d; cela cst vrai aussi pour f<d<& qua2d q=n- 1 et q’== 1, puisque 
((q+q’)a+qd)<d implique (1 Xi~> 1 -d et done ME6 1. 
Dans ces conditions, D, s G,,(s). D’sutre part, si 
[rla+nd.tdJ~[Cna-t-q+d]-2, ou si Enn+q+d]~[na-t-nn+d]-2. 
on a le rkultat Cgatement. I1 reste done 5 examiner deux possibilitb, dans le cas 2 
avec ‘,<d<t. 
La premiere, [(q f q’h + qd] = [na + nd + d] = [na i-y + d - l]. entraine q = n et 
q’ = 0, et puisque nd < n - 1, aussi {rta + r,d}+(n - I)(1 -d) < I, est possible seule- 
ment pour n = 2, donne {na + nd} C d, et done M:=z 1, Ensuite, l’nutre possibilitk, 
[(q+q’)a+qd]=[na+q+d]=[na+ndtd-11 
donne avec q z= 0, (q’u} + (n - q’)a + rtd + d - 1 c 1. puisque rrd > 1 - d. Si {$a} c 
d, M: s 1. Sintm, {q’n} > d, et alors nd -t 2d - I < 1, d’ob n< 4, soit tt = 2 ou 1% =3. 
Si R = 3, minorant a par l -2d. on obtknt 
c’est-&dire q’> (3 - d)l( 1 - 2d) 2 2; mais si q’ = 3 = n, on a (q’u} = (3~) < 
2(1 -Y2d); or 3u =(3a) contredit a al--d, done (3a}~3~-1~~36--1~d en 
majorant a par d, e; encore A/I:< 1. 
Eahn, si 11 = 2, pour q’ = 0 et q’ = 1 on a kvidemment {q’u)< d. Ahi, le seul 
cas o!j peut&re I’in&gaW n’est pas vraie intervalle par intervalle est n = q’- 2, 
dans le cas 2 avec ; < d ~1. et oti il est B noter qu’au pirz D, - G,(s) + 1. 
I1 reste Idonc 5 6tudier dans le cas 2, la situation oii $ < d < $, II= 2, et 05 iI y a 
un intervaile [s, s -I- I[ comportant 2 points qui, module 1, sont tels que 0~ a < 
:Wd)<u d<$(3- d), avec q=O,q’=2. [.r~,f~~]=~,i1<1-{~~~x:!}<I-d, 
iv: = 2. 
Ainsi I-3, = G*(s) + 1. Les points dt’ I’intervalle pricedent [s - I, s[ sent, module 
1, JL + 2 ..- 3d, a + 1 - 2d, a + 1 - d S’II! posskde 3 points, les deux derniers s’il n’en 
possi:de qw 2. Comme q’= 2, 1 -x2< 1 -x1 s a, ce qui entraine a 3 
%I ---{Xl + x2}) > id, done a+1-d>f(2-d) et ca+1-2d>&l--a), d’oti 
cj,(s- 1)>>, et G,(s-- 1)s si a+l--3d=i(12-d) ou si a-t-l-2 
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ue a appartient au corl$kmentaire de & dans [0, 11 
i a~~a~t~~~~ aussi, puisque 1 -d > 2 -(x1 i- x,). Pour 
un intervaliie [s - 1, s[ comportant 2 points, on a done 
D,_,~2+2+1--2(1+If-I, 
comportant 3 points 
D,..,a3*3+2-3(1+1)=2, 
et ainsi, un intervalle de 2 points exckdentaire est toujours compens6 par celui qui 
le prkkde. P0ur un intervalIe ~ue~cos~que contenant 3 points, on a Q .I 
3-+3-t-2-3(1+ 1)==2, car AQ=2 puisque 1 - {xl -t- x2} < 3 - d C 2d, et Gz( S) 2 2. 
dernier int~~a~~~ est incomp~et avec 1 point, oq a Dfrxl J 6 2 + I- 2 =: I 
Z 0, avec 2 points. on a Ditil d 4 + 2 - sl = 2 et &l[pri]) 2 1; mais pour 
Ie premier interv~~~e qui comporte ies 3 points 0, d, U, on a D,,s 4 + 2 - 6 = 0 et 
G,(Ob 2 2 ce qui camp ense ie dernier intervatle et aussi kentueltement le second, 
s’il est exkdentaire. Om vMie que les m$mes conclusions demeurent si 5’k.m des 
intervalles consid&& contient k,d tef que Z(k,d) -t d soit entier. 
Si na + d ou yla + nd + d est entier, E’ = 1, mais nous allons voir que, presque 
toujou~, Q + ! rZ C&(S). Si tT: xJ> 9 + q’-[(q + q’)c( + qn], c’est &dent. Sinon les 
situations B etudier sont, quand 
[(q + 4% + qdj< rnin~[~~~ + 4 + 61, [na + nd + d]), 
(4 [(q+q’)a+qd]+l=[na+q+d]=na+nd+d 
(@I [(q+q’)a+qd]+l=[na+nd+d]=na+q+d 
quand [!4 + q’)a -t qd] = rnin(~?~~ + q + d J. [na + nd C- d]), 
(y) [(q+q’)a+qd]=[na-+q+d]=na+nd+d-2 
(Is;! [~q~q’~~+qd]~~n~+~d~d]=~~~q+d-? 
Par exemple, [(4 + q’)a + qd] + I= na + nd + d s’tkit aussi 
((q+q?a+qd}+{n--q-q?a+(n-q)d+d=l 
et on constate qu’ctn en tire au moi~s les msmes conclusions que de ~‘in~galit~ 
stricae dmnk par [(4 -I- q’)a + qd] = [na + nd + dj. La mhle remzque vaut pour 
l%gatlit~ analogue. Ainsi, (a) et (6) fresp. (p) et (y)~ conduisent-elles aux 
memes conctusions que [(s + q’)a + qd] = [na + nd + d] =: [na + q + d - I] (resp. 
+ d] = [rxz -I- Md + d - 11). Les situa tlans [(4 + q’)a + 4d) = 
DS_l + 1 s G,(s - 1). 
238 PA. Picon 
Pc:w $ < I;;t s i, ies intervalles [s, s + I[ c~~t~~~~~~t 2 cm 3 ~~~~ts de la suite, et 
poul~* ceux de 2 points, on vient de monfrer que, sauf un cas, I’irkgaht6 est vraie. 
$up~?oson!~ qu’il y ait r ~nterva~~~s de cette sorte. 
Plus haut, dans (A), la majoration uti.lisee du membre gauche de l’inegalite ktait 
lrdl 2 As +I_-WI-d rv F -=T1 d <xi 1 
da*lls le cas 1 et 
dans le cas 2. Le coefficient to = I - (pd}- d devient quand on enleve ces r 
in tervalles, tF = l-(pd)-J-tr(?,d-1). 
Pour $QMi, 2d-160, doire t, G to, et la meme fin de preuve qu’en A peut 
&Ire, Ei plus forte raison, utiliske. 
(C) On suppose d > 3, que l’intervalle [s, s + l[ contient 1 terme de la suite dont 
1:~ partie fractionnaire est ~1, et qui est done tel que I- d s a < d. 
fci G,(s) = [na -4-d] et D, = q - -[I XJ avec C 6 3 q - qa, en appelant q le 
rrombre des intervalles &ix,) qui contiennent a. 
Si E Xi]> 4 -[6ja]Y alors 
D, s -MS ‘[qa]=+a +d]= G,(s) 
dans les cas 1 et 2. 
Si [xx,]=q-[q&-l, 3lors (xxi\>-l-(qa> et D,= -.&&+tqa]+l avec Mi== 
1 -&IF dans le cas 2. 
Si [qa]~[wM-d]- 1, Q s G,(a) dans les deux cas. Sinon, fqa]= [na + d], d’oh 
(qa) + (rr - q)u + cl c 1, done q = n puisque a 2 1 - d, et aussi 1 - (qa) > d, d’ob l’on 
d&kit (c xi)> d qui signifie MS = 1 dans le cas 1, c’est-&dire D, = G,(s). En 
revanche dans le cas 2, si M: = 1, iI est possible que II, = G,(s) + 1, mais on va 
montrer que l’intervalle prkkdent compense cet excedent. En effet, quand 
l’intervalle [s - 1, s[ contient I pc~int de la suite, qui est a -+ I- d moduio 1, 
D,_, = [na] car Mi__, = 0 en raison de Mi= 1 et de 1-a Xi}< I-d, puis 
jtZL:]$.ldCna+n(l-&)+irl]=G,,(s-l), 
et si ~u~~~~ -d)+d est entier 
[nrzj+2Q2a+n(l -d)+d 
car on await sinon, (nn) + n( I- d) + d s 1 qui est 
~uand [s - 1, s[ contknt 2 points, qui wnt a a+l-d modulo 1, 
appe!ons q’ le nombre des intercsalles N(X) con+cnant a + 1 - 2 
n -qt qui contiennent ci + 1 -d et pas a + 1 --ZR, puisqu’il y en a pt qu 
contiennent a, et alors 
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s-1 -= 2- -1, Q-1 = --n-t-q’+2[na]+M;_,, 
G,,(s-l)=[na+n(l-d)-td]+[na+n(l-2d)+d] 
GJs- l)-Ds_I- 1 ==[{na}+d+n(l-d)] 
+[(na)+d+-2n(l-d)]-q’-M:_,--1 
et en utilisant (na)> q’(2d - l), qu’on deduit de la minwation de e Xi), on 
G,(s-l)~~~_,~[(rt-q’)(l-d)+q’d+d] 
+[2@-q’)(l-d)+d]-M:_,- 1. 
car l-(CxJ<l-d<d. Si lsq’sn-I, on minore done q’ et n - q’ par 1, et on 
obtient [l +d]+[2-d]>2. Enfin, si q’ = n, il vient [nd + dj+[d]a2 pour n 3 3, et 
si n=2, on a & la fois, 2(2d-1)<(2a)<l-d et 2(l--d)s2a<2d qui est 
contradictoire, que (2a) = 2a ou que (2a) = 2a - B. 
~uand n~+~~(~-d~+d ou na + n( 1 - 2d)+ d est entier, 
G,(s - W-Q_, =[2{na}+3n(l--6)+2d]-q’-M:_,a2 
si q’=O, car(na)+n(l-d)+&=2 ou (na)+2n(l--d)+dia2. 
Si lGq’Gn-- 1, comme plus haut, 
G,(s- I)-r>,_,a[3(n-q’)(l-d)+q’d+26]-M;_, 
2[3(1-d)cd+2d]-M:_ 22. 
Si q’=n, G,(s-l)--DS-+=[nd+2d]-M;_,> 2 pour na4: on a vu que n=2 
est impossible, quant & n =3 ok 3(P-2g-1)<(3a}<1-d donne 4& 
{3a}+3(1-d)+d<4-3d et 3+d<{3a}+6(l-J)+d<7-6d, il est 6ga;ement 
impossible car auwne vakur cntikre ne convieni! ZI ces inigalitk. 
Quand na + d test entier, si E XJ 3 q - [qa], 
,(s)-I. si [qa]Sna+d-2, 
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Quand jpd] = 1 -d, E = 1, et nous allons voir que c’est le premier intervalle qui, 
presque toujours, !e compense. 
s-xi 2 q*--qod, Do=q,- M,-2 
q. &ant le nombre des X(x,) contenant d. 
, G,(O)=[nd+d]a 1, 
Si [Cxi7zq,-q”d, alors D< ---q~~+2[q~~d]-M~: POW q,=O, Des -A&s 
G, (0) - 2 sauf si M,, = 0 oB alors D,, s G, (0) - 1; pour q0 B 1 q on a q0 - [qod] 3 1 et 
done D (,s - 1 i-[qod]-M,,- 4 G,,(01- 2, sauf si M,, = 0 ob Do< G,(O) - 1. Cela 
nous suffit car M,, = 0 signidie qu’on est dans le cas 1 et que le second intervalle ne 
peut etre excedentaire. Quand n.d +d est entier, on obtient dans les mitmes 
situations, Do s G, (0) - 3 ou DC, eG,,(O)-2 car nd+dl’:2 et [qod]s[ftdf== 
nd+d-1. Si [CXi]~qo-[qod]-l, qoa L et (~>~i)~l--{q~>d), L&z 
- q. + 2[q,,df + 2 - M,,. Si [C xi] 3 I _ slors I&Q [q,d] - A&. Or [q,,d] = [ad + d] 
Jonne {qod!+(n--q,,)d+ (I< i, soit qo=n et {q,,d}={nd)<l-d, done (C.q)>d 
et ainsi, MO= 0 et [qod] = [nd + dj sont contradidoires. On peut avoir M0 = 0 et 
[q,,d] = [nd -t-d]- 1 qui donne D ,,c G,,(O) - 1: on peut avoir aussi MO = 1 et 
[qOd] = [nd + d] et on obtient encore D tj s G,, (0) - 2 qui suffit dans le cas 1. Sinon, 
on est dans le cas 2 avec l-r,+,ad<l--x,+,+1-(Cq} et comme 1-(xxi}< 
l--d, l-x,,+, >2d - 1, d’oti M, = 1: ici non plus le second intervalle ne peut $tre 
excedentaire. Qunnd nd +d est entier, on obtient DOs G,(O)-2, car [qOd] - 
nd f d - 1 donne fqod) f (n - qo)d + d r= T dont on tire les mCmes conclusions que 
plus haut de l’inegalite stricte. 
Si E x,] = 0, alors D,, = [q,d)+ I- lid,,. q designant te nombre de N(q) conten- 
ant(pd)=l-d,onax$>q-q(,l- d) = qd, ce qui donne q = 0 ou q = 1, II,,,, = 
q-M,,,, G,,([pd])=[tz(l-d)cn]~~ et 22 si rr(l-d)-t-d est entier, done 
D,+, =Z G,,([pd]) - 1 - E’ pour q = 0. On a le msme resultat pour q = 1 dam le cas 
I, car alors, x, Xi L= Cz: xii) 2 d entraine A4tpi, = 1. On suppose done que I’on est 
dans le cas 2 avec q = 1. q = 1 sign&e x,, a d, qo3 2 entraine ~,,_r > 1 -d, d’ou 
f: xi 2xX, fx, _, 3 1 qui est contra&ctoire, done q. = 1 et DO= 1 -A&s 0. &= 
G,(O), ou Do = G,(O) - 1 si nd + d est entier, sont impossibles, car conduisant $I 
nd -t d s 1. DC1 = G,,(O) - 1, ou I.& - G,,(O) - 2 si nd + d est entier, et le second 
intervalle excedentaire conduisent B nd + d ES 2 ave : d > $, done a n = 2, d = 3, et a 
x Xi a$ qui est contradictoire. 
Quand d > 3, il reste ?t traiter lie cas oia le dernier intervalle est incomplet et oti 
done Os(pdl( 1 -d, G,,([pd]) --fn(pd)-td], DLtiI=q -Mlpdl -[C 41, q &ant Ie 
nombre des X(X,) qui contiennent {pd), ce qui permet d’kire C Xi 3 q - qfpd). 
Si E Xi Ia 4 - [dpdl, 
dans les cas 1 et 2. 
Si EZ: Xi]= 4 -[q{pdy’- 1, ce agui exige E %)a I -{q{pd}} et q >O. 
1. b 
et [q{pd}] = rn(p 1-t. d], a~~~~e? cas WI = 
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e q>O, 1 -x,B+r s{pd); on ne peut et re dans le cas 1. car 
Xi) < 1 - d qui contredit (x xi) > d. On se trcwve 
et on va montrer que c’est alors le premier intervalie qui compen ;e l’exckdent du 
dernier, En &et, celui-15 comportant les 2 points 0 et d, G,,(O) = [rzd + d], 
~~~ = qtb- ~~, - 2E X, ]. x X, 2 q. - aced, Mu, a 1, yr, d~signant le nombre des N(xi) 
contenant d. 
D,s ~;~~(O? - 1 sauf si, B la fois, 4#) - [q,d] - 1 = @et A& = 1; mais alors, d’une part 
on a aussi q -[q(pd)] - I= 0, done 0 s qCpd) - 4 + I et comme (pd) < 1 - d, on 
obtient qd c 1 c’est-a-dire 4 = 1: on en deduit I -{I Xi)c(pd) et 
(pd)+(n - l){pd)-T- d < 1, soit n(pd} c t -- d. D’autre part, MO = 1 entraine d < 
l-x,,l + 1 -(c xl), comme 1 -~t,+~ +J’. on obtient d <2(pd) qui est contradic- 
toire avec n(pcl)< 1 -d pour n 2 2. 
En dernier lieu, il reste B s’assurer ,*‘.t‘ 1: premier intervak remplit effective- 
ment un double r&e, au cas ou Ie seccn.d intervalle contient 1 point et est aussi 
exckdentaire. Ce point est 2d - II modu:o 1, MI = 0, et on a done 
1 -&,+I ~(pd)c=l-d~2d_1(1_k;,,,+l-(I:xi). 
0n va montrer qu’ators D a~G,,(0)-2. En e&t, ql,--[qnd]-- I==0 conduit, 
coinme on l’a VU PIUS haut, Zt 1 -(c Xi} s {prl) et n(pd} < 1 - d, d’ou 
2(1-d) 
‘<l-d, 
n 
ce qui est contradictoirc; = 1 implique, quant B lui, d < 2(pd) (: 2( 1 - Id) qui est 
contradictoire avec I- d e - &d - 1. On ~~~~~~~ sans peine qu’o~ obtient les mimes 
conclusions quand. soit nd + d, soit n(pd} + d est entier. Cl>tte partie C, jointe au 
812 ier vak de 2 
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